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One of the most important structural properties of unidirectional fiber composites is the 
curvature of the fibers. Fibers having initial curvature and composites reinforced with plates 
are called curvilinear composites Generally, designed as a curved composite materials periodic 
curvature, the curvature formed during technological processes are modeled as local curvature 
composites. The successful use of application of the produced composite material, said 
curvature to account for this depends on the determination of the stress-strain conditions of this 
material [1]. However, unidirectional fiber composite materials are conventional materials. 
Today, the world has begun to work rapidly and make significant investments in 
nanotechnology in order to do the necessary research on this issue. Thus, the nanocomposite 
materials (e.g., nanotubes) have rapidly increasing importance. In this study the stress 
distribution is studied when the body is loaded at infinity by uniformly distributed normal forces 
with intensity p acting in the carbon nanotubes laying direction. The investigation is carried out 
in the framework of the piecewise-homogeneous body model with the use of the three-
dimensional geometrical non-linear exact equations of the theory of elasticity. 
 
ÖZET 
Tek yönlü lifli kompozitlerin en önemli yapısal özelliklerinden biri liflerin eğriliğidir. 
Başlangıç eğriliğe sahip lifler ve levhalarla güçlendirilmiş kompozitler eğrisel yapıya sahip 
kompozitler olarak adlandırılır. Genellikle, eğrilikli olarak dizayn edilen kompozit malzemeler 
periyodik eğrilikli, teknolojik işlemler sırasında oluşan eğrilikler ise yerel eğrilikli kompozitler 
olarak modellenir. Üretilen kompozit malzemelerin uygulamada başarıyla kullanılması, sözü 
edilen bu eğriliği hesaba katarak bu malzemedeki gerilme–şekil değiştirme durumunun 
belirlenmesine de bağlıdır [1]. Ancak tek yönlü lifli kompozit malzemeler geleneksel 
malzemelerdir. Günümüzde dünya hızla nanoteknoloji konusunda çalışmakta ve gerekli 
araştırmaların yapılabilmesi için bu konuda ciddi yatırımlar yapılmaktadır. Dolayısıyla,  
nanokompozit malzemelerin (örneğin nanotüpler) önemi hızla artmaktadır. Bu çalışmada 
sonsuz ortamda düşük yoğunluklu sonsuz uzunluklu yerel eğrilikli tek bir karbon nanotüp 
içermesi durumu ele alınmış ve gerilme dağılımına geometrik nonlineeritenin etkisi 
incelenmiştir. Bu çalışmalar parçalı homojen cisim modeli çerçevesinde elastisite teorisinin üç 
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GİRİŞ 
 
Önceki çalışmalara bakıldığında, [2] makalesinde tek yönde periyodik dizilmiş periyodik 
eğrilikli lifler içeren elastik ortamda gerilme dağılımı incelenmiştir. [3] çalışmasında sonsuz 
ortamda düşük yoğunluklu sonsuz uzunluklu yerel eğrilikli tek lif olması durumunu ele alınmış 
ve gerilme dağılımı parçalı homojen cisim modeli çerçevesinde elastisite teorisinin üç boyutlu 
kesin geometrik nonlineer denklemleri kullanılarak incelenmiştir. Bu çalışmada ise sonsuz 
uzunlukta düşük yoğunluklu yerel eğrilikli tek bir karbon nanotüp içeren sonsuz elastik bir 
ortam ele alalım. Model olarak Şekil 1’de görüldüğü gibi başlangıç küçük yerel eğriliğe sahip 
tek karbon nanotüp içeren sonsuz bir cisim söz konusudur. Bu cisme sonsuzda nanotüp yönünde 
düzgün yayılmış normal kuvvetler etki gösterdiği ve nanotüp yüzeyine dik kesitlerin 
yarıçapının nanotüp boyunca değişmeyen daireler olduğunu kabul edelim.  
 
 
Şekil 1.  Yerel eğrilikli karbon nanotüp içeren sonsuz elastik cismin geometrisi ve seçilen 
koordinat takımları 
 
Şekil 1’de gösterilen başlangıcı nanotüpün orta çizgisi üzerinde olan 321 xxOx  kartezyen, 
zOr  silindirik koordinat takımlarını seçelim ve bu koordinatların Lagrange koordinatları 
olduğunu varsayalım. Cismin sonsuzda nanotüp yönünde (
3
Ox  (Oz ) yönünde) p yoğunluklu 
düzgün yayılmış normal kuvvetler etkisinde olduğunu düşünelim. Ayrıca nanotüpün orta 
çizgisine dik olan kesitlerinin R1 ve R2 yarıçaplı daireler olduğu ve R1 ile R2’nin nanotüp 
boyunca değişmediğini kabul edelim. Nanotüp ve matrisin farklı lineer elastik malzemelerden 
oluştuğunu varsayıp, elastisite teorisinin kesin üç boyutlu geometrik nonlineer denklemlerini 
uygulayarak incelemelerimizi yapalım. Şekil 1’ deki cismin geometrisini göz önüne alarak 
nanotüpün orta çizgisinin denklemini  
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biçiminde ele alalım. Burada  , )10(   nanotüpün eğilme genliğini belirten küçük bir 
parametredir. )x( 3  fonksiyonu ise nanotüpün yüklemeden önceki eğilmesinin formunu 
göstermektedir. (1) denkleminden görüldüğü gibi başlangıç yerel eğriliğe sahip nanotüpün orta 
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çizgisi x2=0 düzlemi üzerindedir. Yüklemeden sonra da nanotüp orta çizgisinin bu düzlem 
üzerinde kaldığını varsayacağız. (1) ile verilen denklemden ve nanotüp-en kesitinin sağladığı 
koşuldan yararlanarak, [4] kaynağında olduğu gibi nanotüp ve matris arayüzeyi olan S2’nin 
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Burada t3 bir parametredir ve t3  ),(  ’ dir 
 
Bundan sonra matris malzemesi ile ilgili büyüklükleri (1), nanotüp ile ilgili büyüklükleri ise (2) 
üst indisleriyle göstereceğiz. Bunun dışında gerilme-şekil değiştirme tansörleri ve yer 
değiştirme vektörünün kovaryant ve kontravaryant bileşenleri ile bu tansörler ve vektörün 
fiziksel bileşenlerinden faydalanacağız. Ayrıca tekrarlanan indislere göre Einstein toplam 
uylaşımı sağlanacaktır fakat altı çizili tekrarlanan indisler için bu uylaşım sağlanmayacaktır. 
Nanotüp ve matris malzemelerinin her birinde sağlanmak koşuluyla denge denklemleri, şekil 
değiştirme-yer değiştirme ilişkileri ve bünye denklemlerinin sağlandığını varsayalım. 
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Burada (5) ile verilen denklemde (k )(in ) ’lar ve 
(k)
(in) ’lar sırasıyla gerilme ve şekil değiştirme 
tansörlerinin fiziksel bileşenlerini göstermektedir. Aynı zamanda nanotüp ve matris arayüzeyi 
olan S2 yüzeyinde ideal temas koşullarının sağlandığını varsayalım. Nanotüpün iç yüzeyini ise 
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Bu şekilde, sonsuz elastik bir ortamda başlangıç küçük yerel eğrilikli sonsuz uzun tek bir 
nanotüpün olması ve sonsuzda nanotüp yönünde etki gösteren düzgün yayılmış normal 
kuvvetler olması durumunda gerilmenin araştırılması (3)-(5) denklemler takımının (6) temas 
koşulları çerçevesinde incelenmesine getirilerek ele alınan problemin matematiksel 
formülasyonu genel bir biçimde yapılmış olur. 
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Formülasyonu yukarıda verilen problem, nonlineer kismi türevli diferansiyel denklemler takımı 
için verilmiş bir sınır-değer problemidir. Bu problemin incelenmesinde [4] ve [5]’ de verilmiş 
sınır formu pertürbasyon yöntemini uygulayalım. Bu yönteme göre aranan büyüklükler 
nanotüpün orta çizgisinin denklemine dahil olan ve onun eğilme derecesini gösteren küçük   
parametresinin serisi halinde ele alınır.  
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Ayrıca nanotüp-matris arayüzeyi olan S2’nin (2) ile verilen denklemleri   cinsinden seri halde 
aşağıdaki gibi elde edilir. 
 
                                  k 3rk
k=1
r=R+ ε a (θ,t )

 , k3 3zk
k=1
z=t + ε a (θ,t )

 ,                                    (9) 
 
(9)’daki ifadelerde yer alan kε 'ların katsayıları kolayca elde edilebileceğinden kısalık amacıyla 
burada verilmemektedir. (8) ifadeleri (3) denkleminde yerine yazılarak (8)’deki herbir yaklaşım 
için uygun denklemler takımı elde edilir. (5)’deki bünye denklemleri lineer olduğundan 
(8)’deki herbir yaklaşım için ayrı ayrı sağlanan bünye denklemleri elde edilir. Birinci ve daha 
sonraki yaklaşımlar için elde edilen denklemler önceki yaklaşımların büyüklüklerini de 
içerirler. Bundan başka (6) temas koşullarında (8) ifadelerini yerine yazar ve (9)’dan 
yararlanarak (8)’deki k ’nın katsayılarını (R,  ,t3) civarında seriye açar ve daha sonra  ’nun 
aynı derecelerine göre gruplandırırsak, herbir yaklaşım için r=R1 ve r=R2 yüzeylerinde sağlanan 
uygun temas koşullarını elde ederiz. Bu işlemler ayrıntılı olarak [2] kaynağında verilmektedir. 
Şimdi sıfırıncı ve birinci yaklaşımlar için elde edilen uygun denklem takımlarının ve temas 
koşullarının ifadelerini ele alalım. 
Sıfırıncı yaklaşım için (3)-(5) denklemleri aynen sağlanacaktır. (6) temas koşulları ise nr=1, n 
=0, nz=0 oldukları gözönüne alınarak r=R1 ve r=R2’de aynen sağlanacaktır. Buradan sıfırıncı 
yaklaşım için elde edilen denklem ve temas koşulları nonlineer olur. Sıfırıncı yaklaşım, 
modelimizdeki nanotüpün eğriliksiz düz olması durumunda ortaya çıkan gerilme ve şekil 
değiştirmelerin belirlenmesi için incelenmesi gereken sınır değer problemidir. İlgili mekaniksel 
görüşler bu durumda sıfırıncı yaklaşım için elde edilen denklemlerdeki nonlineer terimlerin çok 
önemsiz etkiler vereceğini ifade etmektedir. Bu varsayımın geçerli olması için (k) j,0nu 1 
koşulunun sağlandığını kabul ederek j (k) j,0n ng u  terimlerini Kronecer sembolleri olan 
j
n
’lerle yer değiştireceğiz. Böylece sıfırıncı yaklaşımın temas koşullarını elde ederiz. Birinci 
yaklaşım için (8)’i (3) ve (4)’de yerine yazıp ’nun eşit kuvvetlerinin katsayılarını eşitleyerek 
diğer yaklaşımlar için ilgili denklemleri elde edip yukarıda sözü edilen işlemleri (6) ile verilen 
temas koşulları için uygulayarak birinci yaklaşımın elde edilmesi için gerekli olan denklemler 
takımı ve temas koşulları elde edilmiş olur.  
Şimdi sıfırıncı ve birinci yaklaşımlara ait sınır değer problemlerinin çözümlerini elde edelim. 
Sadelik açısından (1)ν  matris malzemesinin, (2)ν  nanotüp malzemesinin Poisson oranları olmak 
üzere (1) (2)ν ν  olduğunu varsayacağız. Nitekim, [4]’ye göre Poisson oranlarının eşit alınması 
nümerik sonuçlara önemli bir etkide bulunmamaktadır. Dolayısıyla, (1) (2)ν ν  koşulu sadece 
işlemleri basitleştirmek için varsayılmıştır. Bu durumda sıfırıncı yaklaşım için problemin 
çözümünü aşağıdaki gibi elde ederiz. 
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Bu denklemlerin çözümü için [6] kaynağını kullanalım. İlgili işlemler yapılduğında, temas 
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u = ψ - χ
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(12) denklemlerindeki 
(k)ψ , (k)χ  fonksiyonları aşağıdaki eşitlikleri sağlarlar. 
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i  (k=1,2 ; i=1,2,3) aşağıdaki şekilde tanımlanırlar. Birinci yaklaşımla ilgili yukarıda 
verilen denklemlere Fourier dönüşümü uygulanır ve (13) diferansiyel denklemlerinin fourier 
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elde edilir. (14) fonksiyonları birinci yaklaşımın sınır-değer probleminde kullanılır ve böylece 
ulaşılacak lineer denklemler takımı çözülürse, ulaşılmak istenen gerilmelerin birinci 
yaklaşımının Fourier dönüşümlü değerlerini hesaplamak için gerekli olan büyüklükler 





Elde edilen sonuçlardan görüldüğü üzere (h=R2-R1 olmak üzere) h/L boşluk ile nanotüp 
arasındaki kalınlık limit olarak sıfıra götürüldüğünde sonsuz elastik ortamda yerel eğrilikli tek 
lif içeren kompozit malzemede elde edilen gerilme değerleriyle aynı sonuçlar bulunmuştur. 
Geometrik nonlineeritenin etkisi olarak nn , n  ve ne  gerilmeleri çekmede artmakta basınçta 
azalmaktadır. Gerilmelerden en fazla artış n  kayma gerilmesinde elde edilmiştir. Bu 
literatürdeki sonuçlar ile çakışmaktadır. Ayrıca nanotüp ile matris ara yüzeyinde x3 
parametreleri değiştirilerek, nn  asal gerilme, n  ve ne  kayma gerilmeleri değerleri elde 
edilmiştir. Literatürden nanotüplerin mekanik özelliklerine bakıldığında elastisite sabitleri 
açısından nanotüpün elastisite sabitinin (E(2)) matris malzemesi elastisite sabitine (E(1)) oranının 
büyük olduğu görülmektedir. Çalışmada bu oran (E=E(2)/ (E(1))  300 ve 500 alınarak asal 
gerilme incelenmiştir ve bunun sonucunda bu gerilme değerlerinin aynı problemin kompozit 
malzeme için elde edilen değerlerinden oldukça büyük olduğu tespit edilmiştir. 
Belirtilmelidirki,  verilen yük değerleri stabilite kaybı probleminden elde edilen kritik yük 
değerlerinden küçüktür. Böylece sonsuz elastik ortamda mikro ölçekli yerel eğrilikli içi boş lif 















Şekil 2. Çeşitli α’lar için h/L ve σnn/|p| arasındaki bağımlılık (E=50, m=1, x3/L=0, θ=0, 
ε=0.07) 
 










            
 
     
     
 










   
 
 
Şekil 4. Çeşitli α’lar için h/L ve σne/|p| arasındaki bağımlılık (E=50, m=1, x3/L=0, θ=0,  
ε=0.07 ) 
                       
 
Şekil 5. Çeşitli α’lar için x3/L ve σnn/|p| arasındaki bağımlılık (E=300, m=1, h/L=0.1, θ=0, 
ε=0.07 ) 
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Şekil 6. Çeşitli α’lar için x3/L ve σnn/|p| arasındaki bağımlılık (E=500, m=1, h/L=0.1, θ=0, 
ε=0.07 ) 
 
Çizelge 1. Çeşitli E(2)/E(1), m ve α’lar için σnn/|p|’ nin birinci yaklaşımının değeri ( x3/L=0, 
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